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Introduction

Dans cet article, nous reprenons les résultats obtenus dans des articles
antérieurs [26], [27] concernant le parallélisme et le parallélisme fibré (appelé
“presque parallélisme” dans ces articles), en introduisant la notion de “con-
nexion partielle” (et en particulier de foncteur-connexion partielle); a une
connexion partielle (qui, étant donnée -une surmersion (&, X, ), releve une
sous-variété &’ de & dans I’espace J,& des éléments de contact de & transvers-
aux aux fibres) on associe sa déviation (dont la nullité exprime qu’on a une
connexion sur £) et sa courbure (obstacle & la pseudointégrabilité). Cette situa-
tion intervient fréquemment en Géométrie Différentielle (par exemple une con-
nexion sur un fibré principal n’induit pas toujcurs une connexion sur un sous-
fibré principal) ; nous montrons que les connexions de Carian au sens de C.
Ehresmann [5] ainsi que le parallélisme fibré associ€ a une surmersion (E, M, x)
sont des connexions partielles.

Les deux premiers sections résument les résultats de [25] et [27] concernant
la théorie des prolongements des variétés et des groupoides différentiables in-
troduite par C. Ehresmann. Ensuite nous formulons certaines idées de M.
Lazard [20] concernant le parallélisme en termes de jets et de groupoides dif-
férentiables; en particulier ’intégrabilité d’un parallélisme est équivalente 2
celle d’un foncteur-connexion. )

Aprés avoir défini les connexions partielles, nous étudions le parallélisme de
Cartan: toute connexion de Cartan sur un fibré principal définit un paraliélisme
d’un type particulier [5]; nous montrons que réciproquement tout parallélisme
de Cartan est induit par une connexion de Cartan; nous montrons également
en utilisant les résultats de [5] que toute connexion de Cartan intégrable au
sens de C. Ehresmann induit un parallélisme intégrable et nous généralisons
un résultat de S. Kobayashi [16]. Nous étudions ensuite les paraliélismes de
Cartan de type réductif ; par utilisation du théoréme de Frobenius, nous retrou-
vons (en les étendant au cas Banachique) certains résultats de A. Lichnerowicz
[28], Kobayashi-Nomizu [17], concernant les espaces localement réductifs.

La considération des déplacements infinitésimaux des groupoides associés
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aux fibrés principaux [5], [7] conduit 4 la notion de parallélisme fibré qui géné-
ralise celle de fibration principale; un parallélisme fibré sur une surmersion
(E, M, 7) étant un isomorphisme de TE sur T,.E X 5 E (oit T, . FE — M est un
fibré vectoriel), si ce parallélisme fibré est pseudo-intégrable, alors le faisceau
T..4E des germes de sections de T_,E est un faisceau d’algebres de Lie; si,
de plus, les champs invariants sont projetables, le parallélisme fibré est inté-
grable (ce qui correspond & une connexion intégrable) et ’on obtient pour T,
E un algébroide de Lie au sens de J. Pradines. Si le parallélisme fibré est inté-
grable et si le faisceau T 4E est isomorphe & T,qP (ol P est un fibré prin-
cipal), alors £ est localement isomorphe a P. Cet isomorphisme est global
quand les “translations’ du parallélisme fibré sont définies sur £ tout entier.
Pour terminer, nous démontrer qu’un parallélisme fibré sur (£, M, z) induit un
parallélisme fibré pour les prolongements (¥4 E, M, z7).

Si I’on considére une famille €,: & — J,& de connexions partielles, en im-
posant a €,(§’") d’appartenir a une sous-variété de J&, on pourrait définir une
tenseur de structure (ce que ’on fait pour les connexions principales). Ceci
peut également s'étendre a 1’ordre supérieur: aux structures infinitésimales de
type fini (définies localement par des systémes de Mayer-Lie [7], [22]), corre-
spond un parallélisme {on est amené au théoréme de Frobenius d’ordre sup-
érieur {25], {30)).

1. Definitions et notations

Pour tout couple (4, B) d’espaces de Banach, on désignera par: L(4, B)
(resp. LA ; B)) I’espace des applications linéaires (resp. bilinéaires) continues
de 4 (resp. A X A) dans B; L:(A4; BY C L¥(A4; B) V’espace des applications
alternées; Li(A; B) ’espace des applications symétriques. De méme Isom 4
est I’ensemble des isomorphismes de 4.

Si(E,M,z) et (E', M, n’) sont des fibrés vectoriels, on définira les espaces
vectoriels (de base M):

LM(E: F) = U L(Ez; Fz) ’

zeX
L(E; F) = L6J”LZ(EI; £,
Ly (E; F) = | Li(E;; Fa)
Le W

ou E, et F, sont les fibres z7(x) et =’ ~(x).

Toutes les variétés seront supposées réelles, différentiables (c’est-a-dire) de
classe C~) bien que certains résultats soient valables avec des conditions plus
faibles. Chaque variété sera modelée sur un espace de Banach (éventuellement
de dimension finie).

Pour toute variété M, on désignera par TM et H(M) le fibré tangent et
I’espace des reperes.
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Nous désignerons par groupe de Lie une variété G (de dimension finie ou
infinie) munie d’une structure de groupe telle que les applications (x,)) — xy
et x — x~! soient différentiables. .

Une surmersion (“fibre manifold™) (E, M, z) est une submersion surjective
7: E — M une fibration est une surmersion localement triviale.

Etant données deux surmersions (E, M, ) et (E’, M, "), la sous-variété de
E x E’, ensemble des couples (v,y) e E X E tels que z(y) = z/(3) sera
désignée par produit fibré E X , E ou bien par fibré image réciproque z*E’ de
E’ par =z.

Le fibré vertical VTE est ’ensemble des vecteurs tangents aux fibres E_ =
7~ !(x) de la surmersion (E, M, 7).

J,E est I’espace des g-jets des sections locales de (E, M, z). En particulier
J\E s’identifie a ’espace des sous-espaces vectoriels de TE qui sont trans-
versaux c’est-a-dire supplémentaires topologiques des éléments de VTE. On
démontre que la surmersion J\E — E définit sur J,E une structure de fibré af-
fine attaché au fibré vectoriel L (z*TM, VTE).

Une connexion du premier ordre pour la surmersion (E, M, r) est un relé-
vement différentiable

C:E— JE; g

c’est donc un opérateur différentiel d’ordre 1. Cette connexion s’identifie 4 une
scission de la suite exacte de fibrés vectoriels:

0— VIE - TE —z*TM — 0 .

Si (E,M, =) est un fibré vectoriel, une connexion linéaire est, de plus, un
morphisme de fibrés vectoriels. Si (P, M, z) est une fibration principale, une
connexion principale est une connexion dont les espaces horizontaux sont in-
variants par les translations & droite du groupe structural.

En raison du théoréme de Frobenius une connexion C: E — J,E est inté-
grable ou plate (c’est-a-dire pour tout y ¢ E, il existe une sections: UC M — E
telle que s(z(y) = y et jLs € C(E) pour tout x ¢ U) si et seulement si ’applica-
tion composée

C it
E-S1EXS 11E

prend ses valeurs dans J,E (cf. [25]); alors le germe de solution est unique.
Si M est connexe et si pour tout ¥, € E la solution correspondante est définie
sur M, alors cette solution est unique et il existe une résolvante (cf. M. Lazard
[20]) c’est-a-dire une application différentiable #: M x E — E telle que cette
solution s’écrive y = Z(x, y,) = Z,,(x), avec Z, (X)) = ¥,.
Pour toute connexion C: E — J.E, on démontre [25] (en utilisant le fait
que J,J,E — J,E est un fibré affine de base M) qu’il existe un relévement
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o: E— LY (z*TM; VTE)

ou courbure de C dont la nullité est équivalente a 'intégrabilité de C.

Soit M une variété modelée sur un espace de Banach B; pour tout espace
de Banach A4, on désigne par TYM, I’ensemble des g-jets de 4 dans M, de
source O (pour 4 = Retg = 1, on obtient le fibré tangent TM). Les g-vitesses
inversibles de ThM constituent le fibré principal HY(M) des g-repéres de M. -
Pour toute surmersion (£, M, z), on définit le sous-espace €LE de T%E (appelé
sous-espace des g-vitesses transverses aux fibres): €4FE est I'image réciproque
de HY(M) par la projection T%z: T¢E — T4M).

On démontre [25]:

Proposition 1.1.  €LE est difféomorphe au produit fibré J,E X ,; H* (Toute
application ¢: U C B —E telle que jig ¢ #4E définit un difféomorphisme ¢ =
mog si U est un voisinage suffisamment petit de O et s = go ™! est une section
locale de E).

On démontre [25] que si (P, M, z) est une fibration principale, alors €4P —
M est une fibration principale de groupe structural T%(G) X L%, ou L} est le
groupe structural de HY(M).

La projection ¥%4P — H%M) est un morphisme de fibrés principaux. Il est
a remarquer [25] que ¥'%P s’identifie 4 un sous-fibré principal de I’espace H4(P)
des g-repéres de P, tout élément de %P déterminant un g-jet inversible de
B x T,.G (ou T.G est I'espace tangent & G en e) dans P.

Si ¢4 est la projection T9M — M, on a les projections T<%: TTM — TM,

2. TTSM — TiM, T4c: TVTM — T4M. On démontre alors [26]:

Théoréme 1.1 (de Schwarz). Il existe un difféomorphisme canonique

i TTYM — T4TM

tel gue © = Tz oy et Tz, = ¥4 o%. De plus pour la surmersion (E,M, ),
ona:

v TEYE) = C4TE .

La démonstration utilise le lemme de Schwarz pour les espaces de Banach:
au moyen d’une carte locale, on démontre que tout élément de TT4M ou de
T4TM est le “jet partiel” (cf. [6]) d’une application R X 4 — M.

On retrouve ’involution canonique 7TM — TTM.

Au moyen d’une application R X U (U ouvert de M) — E, on démontre de
méme [15]: il existe un isomorphisme de J,VTE sur VTJ,E.

2. Groupoides différentiables

Un groupoide ¢ est une catégorie dont tous les morphismes sont inversibles;
¢ peut étre défini comme une classe d’éléments (on supposera dans la suite que
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¢ est un ensemble) muni d’une loi de composition particlle satisfaisant les
axiomes suivants:

1°) Tout f € ¢ admet une unité a droite unique «(f) et une unit€ a gauche
unique A(f), une unité étant un élément e tel que eg = g et he = h toutes les
fois que ces composés sont définis.

2°) gf est défini si et seulement si a(g) = £(f).

3°) Si (hg)f est défini, il en est de méme de h(gf) et alors on a (hg)f = h(gf).

4°)  Pour tout f, il existe f~*(unique) tel que ff~* = B, f~f = a(f).

Un groupoide ayant une seule unité est un groupe.

L’ensemble M des unités de ¢ est la base de ¢. On a les applications «: ¢ —
M (source), B: ¢ — M (but) et & X B: ¢ — M X M. Le groupoide est transitif
si (@ X p) est surjectif.

Un groupoide différentiable ¢ est une variété différentiable munie d’une
structure de groupoide telle que:

1°) L’ensemble M des unités de ¢ est une sous-variété de ¢.

2°) Les applications « et 2 sont des surmersions (elles sont donc différenti-
ables).

3°) La loi de composition (f, f') — ff’ (définie sur le produit fibré des sur-
mersions « et 8, donc sur une sous-variété de M X M) est difiérentiable.

4°) L’application f — f~! est un difféomorphisme de ¢ sur ¢.

Exemples de groupoides différentiables. 1) Le produitM X M (ol M est
une variété) ; c’est un groupoide transitif dont les unités sont les €léments de
la diagonale 4.

2) Si (E, M, z) est une surmersion, alors le produit fibré £ X , E est un
groupoide intransitif.

3) Un groupoide tel que ¢ = S est un groupoide somme de groupes (par
exemple un fibré vectoriel).

4) Un groupe de Lie.

5) Un groupoide de Lie ¢ est un groupoide tel que (¢ X f) soit une sur-
mersion de ¢ sur M X M, il est donc transitif; on démontre qu’il est locale-
ment trivial.

L’image réciproque de la diagonale 4,, par « X 5 est un groupoide somme
de groupes; on en déduit que pour toute unité x,, I’ensemble ¢,, = a~'(x,) est
un fibré principal, de groupe structural (¢ X £)~(x,).

Inversement si (P, M, ) est une fibration principale, de groupe structural G
(ou G-fibration principale), I’ensemble des isomorphisme de fibres sur fibres
est un groupoide ¢ [S], qui sera appelé groupoide associé 4 P; ce groupoide
peut étre défini come le quotient (P X P)/p ol p est la relation d’équivalence:
»,¥Y) ~ (38,78 vge G.

Par exemple le groupoide [I¢(M) des g-jets inversibles de M dans M
s’identifie au groupoide associé a HY(M), espace des g-repéres sur M.

Si P est un group de Lie dont G est un sous-groupe-variété au sens de M.
Lazard [20], la base M étant I’espace homogene P/G, alors le groupoide as-
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soci€ est difféomorphe au produit P X P/G.

Une section inversible d’un groupoide différentiable quelconque ¢ est une «-
section U C M — ¢ telle que I’application U — M définie par x — fs(x) soit
un difféomorphisme. L’ensemble des sections inversibles de ¢ est un pseudo-
groupe pour la multiplication suivante: (s,s’) = s/ ou s” est la section x —
§(B(x))s(x). Donc I'ensemble ¢ (resp. ¢‘) des germes (resp. des g-jets) de
sections inversibles de ¢ est un groupoide (¢'? est appelé le g™¢ prolongement
de ¢).

Si ¢ est le groupoidoide associ€ a un fibré principal P, on démontre [25]:

Proposition 2,1. [l y a correspondance biunivoque entre automorphismes
locaux du fibré principal P et sections locales inversibles du groupoide associé
¢. Par suite si I' est le pseudogroupe des automorphismes locaux de P le
groupoide FXI') s’identifie au produit fibré P X , ¢ et le groupoide #(I")
au produit fibré P X 5 ¢'.

L’automorphisme local f: z~'(U) — P (c’est-a-dire 1’application f telle que
fyg) = fg vy e a~Y(U), vg € G) correspond a la section U -~ ¢ qui a tout x
associe la classe dans ¢ de (¥, f(¥)) ou y est un élément quelconque de ia fibre
P,. Deux g-jets Y? et Y%, éléments de #9(]"), de sources y et ¥’ définissent
le méme élément de ¢'¢ si et seulement si l'on a: y’ = yglge G), Y¥ = jif,
Y’® = jif, c’est-a-dire encore Y’¢ est le jet composé€ Y-fi.d,_, (Ol §,_, estla
translation & droite z — zg~'). Méme propriété pour #4I").

Remarque. ¢'? est le groupoide associé au fibré principal €%P.

Si ¢ et ¢’ sont deux groupoides différentiables quelconques, un foacteur F:
¢ — ¢ est une application différentiable appliquant umité sur unité, tell que
F(fg) = F(f)F(g) toutes les fois que fg est définie.

Par exemple un repére mobile dans un espace homogene P/G peut étre défini
comme un foncteur F: V' X ¥ — P X P/G (groupoide associé¢ & P considéré
comme fibré principal). Si G est le groupe SO(n), P le groupe des déplace-
ments euclidiens de R™, on retrouve la théorie du repeére mobile usuelle.

On désignera, (pour tout groupoide différentiable ¢) par foncteur-connexion
un foncteur C: ¢ — ¢ (on a bien une connexion puisque ¢‘* est contenu dans
J7.8).

¢Pour tout groupoide différentiable ¢, un déplacement infinitésimal est un
vecteur tangent a ¢, appartenant a V=T¢ (c’est-a-dire vertical pour la projec-
tion « et dont 1’origine est une unité de ¢).

Si ’on désigne par depl ¢ I’ensemble de tous les déplacements infinité-
simaux, on a le diagramme commutatif

depl ¢ —_— V”T¢
1 |

v —> v
M i .

Toute section locale U C M — depl ¢ définit sur 37'(U) un champ a-vertical,
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invariant a droite; le faisceau depl ¢ des germes de sections de depl ¢ est donc
un faisceau d’algeébres de Lie (c’est méme un algébroide de Lie au sens de J.
Pradines [311). Ainsi V°T¢ est le produit fibré des applications depl ¢ — M et

Si @ = B, ¢ est une somme de groupes; M est I’ensemble des unités de ces
groupes et depl ¢ est un fibré en algébre de Lie. On a VI¢ = depl ¢ X .
Si ¢ est un fibré vectoriel, depl ¢ s’identifie a ¢.

Si ¢ est le groupoide trivial M X M, depl ¢ s’identifie a ensemble des
vecteurs verticaux pour la premiere projection, dont 1’origine appartient a la
diagonale 4y ; on retrouve le point de vue développé par B. Malgrange [29]
et D. Spencer [34]; de méme si ’on a une surmersion (E, M, z), alors depl E
X » E s’identifie 2 VTE.

Si ¢ est le groupoide associé a un fibré principal, il y a un difféomorphisme
canonique de depl ¢ sur TP/G, espace des vecteurs tangents 2 P, mod. les
translations a droite de G: si A est I’application P X P — ¢ = (P X P)/p,
I’'image réciproque par 4 de y(I) (ol 7: I — ¢ est un chemin tel que jiy € depl ¢)
est la classe (6(0)G, o(I)G) ol § est un chemin I — P.

On posera depl P = TP/G et ’on a TP = depl P X , P. Dans le cas d’un
espace homogene P/G, on retrouve les déplacements infinitésimaux de la
théorie du repére mobile.

Remarque (cf. [25]). A tout morphisme de fibrés principaux P — P’ cor-
respond un foncteur ¢ — ¢’ pour les groupoides associés; en particulier, a un
relévement P — %P correspond un foncteur connexion ¢ — ¢’ ; inversement
le foncteur connexion C: ¢ — ¢'” ne détermine un relévement C': P — % 5P
que si I’on se donne, en outre, le relévement d’un élément quelconque y de
P.

3. Remarques sur le parallélisme

Nous allons formuler en termes de groupoides différentiables et de foncteurs-
connexions certaines idées de M. Lazard [20] concernant le parallélisme.

Soit M une variété différentiable modelée sur un espace de Banach B. Un
parallélisme sur M peut étre défini par la donnée d’un espace de Banach 7, M
(isomorphe a B) et d’un difféomorphisme

o.M X deM—>TM

tel que pour tout x ¢ M, 'application w, définie par o (1) = w{x,u) est un
isomorphisme de T, M sur T M.
Pour toute application différentiable f: U € M — M, on définit [20] sa
différentielle réduite D f : U — L(T,. M, ToeM) par D, f(x) = w7, o Tf o 0,.
Un champs de vecteurs X sur M est dit invariant si “*son expression réduite”
Dew o X: M T, M (ou p, est la projection T, ;M X M — T_.M) est
constante.
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En réalité T .M n’est défini qu’a un isomorphisme prés, alors que la notion
de champ invariant est indépendant du choix de T, ,M. De méme pour tout
couple (x,x") e M x M, I’isomorphisme w,,ow;' de T .M sur T,.M est indé-
pendant du choix de 7, .E; cet isomorphisme s’identifie & un 1-jet inversible,
de source x, but x’, de M dans M. On vérifie que ’application €: M X M —
I[I'(M) (ensemble des 1-jets inversibles de M) est un foncteur-connexion. D’ol

Propositition 3.1. Un parallélisme o définit un foncteur-connexion

C:M X M- II'M)

ol [I'(M) est le groupoide des 1-jets de difféomorphismes locaux de M.

Definition 3.1. On désignera par ranslation du parallélisme une solution
du systeme différentiel ¥, ¢’est-a-dire un difféomorphisme local f: U C M —
M tel que jif = #(x, f(x)) pour tout x ¢ U (c’est-a-dire D_f(x) = idr oqu).

Le pseudogroupe 4 des translations est un pseudogroupe de type fini.

Definition 3.2. Le parallélisme w est dit intégrabie si la connexion € est
intégrable c’est-a-dire encore si le pseudogroupe des translations est ransitif
sur M.

Dans ce cas, v(x,x) e M X M, il existe une translation de source x, but x’
et son germe est unique, donc le groupoide ,#%(4) des germes de translations
est étalé sur M X' M.

Remarquons que M. Lazard a démontré que si M est connexe et admet un
parallélisme intégrable tel que les transiations soient globales, alors le choix
d’un point x, € M définit sur M une structure de groupe de Lie.

Soit un foncteur-connexion ¥ (non nécessairement intégrable) ; il reléve tout
champ de vecteurs X tangent & M, en un champ ¥ = ¥(X), tangenta M X M,
horizontal relativement a cette connexion; Y est défini par

Y(x,x) = (X(x), 0, o 07 X(x))

(c’est ’extension de X au sens de M. Lazard). On a immédiatement:

Proposition 3.2. Un champ X sur M est invariant si et seulement son
relevement naturel M X M — TM x TM défini par (x, x") — (X(x), X(x')) est
horizontal pour la connexion €.

Du théoréme de Frobenius, on déduit [20]:

Proposition 3.3. Le parallélisme « est intégrable si et seulement si le
crochet de deux champs invariants est invariant.

On a alors une structure d’algeébre de Lie dans T M.

Le parallélisme sera dit proprement intégrabie si T, .M est isomorphe i [’al-
gebre de Lie d’un groupe de Lie (condition toujours réalisée en dimension
finie).

La courbure de la connexion ¢ : M x M — [I'(M), obstacle & I’intégrabilité
est d’aprés § 1 une application M X M — L3y (TM; TM), qui a (x,x)
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associe un élément de Li(T M; T_.M); au moyen du parallélisme w, on en
déduit la courbure réduite:

M X M- L2(T. . M; T, M), qui n’est autre que le “Frobenius réduit” au
sens de M. Lazard de ['application idr,q». Ce “Frobenius réduit” est encore
P’application (x, x’) — cro(x) — cro(x’), ou cro est ['application M —
L (T, M; T . M) définie par la condition: si 4 et B sont les éléments de
T..M, alors cro(x). (A4, B) est I’expression réduite en x du champ de vecteurs
[X, Y], ou X et Y sont les champs de vecteurs d’expressions réduites 4 et B.

Exemples. 1) Les paraliélismes d’un groupe de Lie définis par la trans-
lation a droite et les translations a gauche sont intégrables.

2) Le paraliélisme défini sur la sphére S; par les octaves de Cayley n’est
pas intégrable.

4
3) De méme la quadratique Q;, sous-variété de R®, définie par > (x%)* —
i=1
8
>2(x?)* = 1, est muni d’un parallélisme non intégrable, défini au moyen des

7=5

“octaves de Cayley de deuxie¢me espece™ [22] (I’algebre de ces octaves admet
comme groupe d’automorphismes le groupe simple G;, forme réelle non com-
pacte du groupe complexe dont le groupe exceptionnel G, est la forme com-
pacte) ; d’autre part Q, étant difiéomorphe a S; X R‘, admet une structure de
groupe.

4) D’apres un théoreme de Kuiper, si A4 est un espace de Hilbert de dimen-
sion infinie le groupe Isom(4) est contractile ; on en déduit {3] que toute variété
différentiable paracompacte modelée sur un espace de Hilbert séparable de
dimension infinie est parallélisable.

Remarquons que le parallélisme o sur M induit une section dans ’espace des
repeéres H(M), d’ou une connexion a courbure nulie dans H(M) ; les trajectoires
des champs invariants sont les géodésiques de cette connexion [35].

4. Connexions partielles

Soit une surmersion (£, X, z) et soit £ une sous-variété non ouverte de £;
si la restriction 7’ de = & & est une surmersion, & sera appelée n-sous-variéié
de & (“fibered submanifold” au sens de H. Goldschmidt [15]). Alors VT =
Ker =’ est un sous-fibré vectoriel (de base &) de i*VT& (ol i est 'injection
& — 8.

Definition 4.1. Une connexion partielle associée au couple (£,&’) est un
relévement différentiable

C. & —-*J¢E.

Toute connexion & — J,¢ induit sur &’ une connexion partielle mais toute
connexion partielle ne se prolonge pas nécessairement en une connexion sur &.
Definition 4.2. La connexion partielle sera dite adaptée si elle reléve &
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Cartan au sens large, on a encore un parallélisme sur P, défini par un isomor-
phisme de TP sur P X A, ol A est un sous-espace vectoriel de 7.%.

5. Parallélisme de Cartan sur les fibrés principaux

On dira qu’une surmersion (E,M,r) admet un parallélisme vertical s’il
existe un espace de Banach VT,.E et un isomorphisme. &: VT, ,E X E —
- VTE. On a la notion de champs verticaux invariants.

Une G-fibration principale (P, M, ) admet un parallélisme vertical canoni-
que [S]; c’est 'application @: T,G x P — VTP définie par

a(u,y) = T, vueT,G, vyeP,

(ol ¢,: G — P est définie par ¢,(2) = ¢(3,8) = ¥g2).

On sait [5] qu’a la translation §, = ¢,, correspond au moyen de ce paral-
lélisme, I'isomorphisme Ad (g~*) de T,G dans 7.G. Les champs invariants sont
les champs fondamentaux [17]; a chacun de ces champs correspond un groupe
a un parametre de translations a droite §, du groupe G.

Soit I" le pseudogroupe des automorphisme locaux de P (cf. § 2); tout fe I”
laisse invariant tout champ fondamental et 1 € JI'(P) (groupoide des 1-jets in-
versibles de P dans P) appartient & £!(I") si et seulement s’il vérifie la pro-
priété suivante: 2 (considéré comme isomorphisme de T,P sur T,P) trans-
forme tout Y, e VT ,P en Y, ¢ VTP tel que Y, et Y, appartiennent au
méme champ fondamental.

Soit ¢ le groupoide associé a P et ¢ son premier prolongement (cf. § 2).

Théoreme 5.1. Si le groupoide associé ¢ a un G-fibré principal P admet
un foncteur connexion €: ¢ — ¢V, alors € détermine sur P un parallélisme
w: A X P— TP tel que

1°) T,.G est un sous-espace vectoriel direct de A et la restriction de w a
T.G X P est le parallélisme vertical canonique,

2°) pour tout g € G, la différentielle réduite D_, 6, est constante (définis-
sant ainsi une action de G sur A telle que la restriction de D 4, 3, a T.G
s’identifie a Ad (g~"). ’

Inversement tout parallélisme sur P vérifiant les conditions 1°) et 2°) est
induit par un foncteur connexion ¢ — ¢".

Preuve. La condition 1°) est, d’aprés les remarques antérieures, équi-
valente a:

1) Lerelévement C: 2 X P — {I'(P) induit par le parallélisme est a valeurs
dans #(I).

D’apres § 3, D,..8,() = w;; o T,0,°w, (OU w, est I'isomorphisme de A sur
T,P induit par ) ; la condition 2°) est donc équivalente a:

2) v, Y)eP X P,vgeG, w01, 0,00, = w;poT,8,ow, Cest-a-dire
T,6.cwy, cw;' = 0, 0w;;°T,5,; cette condition exprime que si C(y,y) =
jif, alors C(yg, y'8) = Jjf. Le théoréme résulte alors de la proposition 2.1.
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Un parallélisme sur P vérifiant les conditions du théoréme sera appelé paral-
lélisme de Cartan car le parallélisme associé 2 une connexion de Cartan en
est un cas particulier (dans ce cas P est un sous-fibré principal d’un ¢-fibré
principal tel que 7.% s’identifie 3 4 comme espace vectoriel).

Propriété. Les translations (au sens de § 3) d’un parallélisme de Cartan
appartiennent au pseudogroupe [”: elles sont définies dans des ouverts saturés
de P et se projettent suivant des difféomorphismes locaux de M.

Exemple 1. Si P est un groupe, le parallélisme sur P associé aux trans-
lations a gauche de ce groupe définit une connexion de Cartan [5]; cette con-
nexion de Cartan correspond au relevement canonique ¢ — ¢ défini de la
maniére suivante:

¢ est difféomorphe au produit P/G X P (cf. § 2) et ¢ s’identifie au sous-
groupoide de ¢, formé des 1-jets des sections de ¢ définies par les graphes
des applications constantes de P/G dans P.

Exemple 2. La sphére S, admet un parallélisme défini au moyen des octaves
de Cayley.

On vérifie que ce parallélisme est un parallélisme de Cartan pour la SU.-
fibration principale de S., de base S, et pour la fibration principale de §,, de
base P,(C), de fibre S,.

Remarque. D’apres § 2, le groupoide ¢V est associé au fibré principal
%P ; par suite un parallélisme de Cartan ¢ — ¢ définit, un élément de ¥zP
étant choisi, un morphisme de fibrés principaux P — %P et par suite (comme
d’apres § 1, il existe un morphisme canonique %P — H(M)) un morphisme
de fibrés principaux P — H(M)). On retrouve ainsi un résuitat de [5]. D’ailleurs
d’aprés § 1, P s’identifie a2 un sous-fibré de H(P) et’on a un isomorphisme
de T.G x B sur 4, mais, en général, D, 8, ne laisse pas B invariant.

Par contre G opere sur 4/T,G; soit alors G’ le produit semi-direct G X
(4/T,G) et P’ le fibré principal P X G’ obtenu par extension du groupe struc-
tural G a3 G'. Le choix d’un supplémentaire topologique de 7.G dans 4 définit
un isomorphisme de T,G' = T,G X (4/T,G) sur 4 et I’on obtient une con-
nexion de Cartan, d’ou:

Théoréme 5.2. Tout parallélisme de Cartan est induit par une connexion
de Cartan.

Soit E’ le fibré vectoriel associé & P/, de fibre type 4/T.G. Il existe un iso-
morphisme de E’ sur TM défini de la maniére suivante: pour touty e P, Pap-
plication T,z c @, s’annulant sur 7.G définit par passage au quotient un iso-
morphisme f, de 4/T.G sur T_,,M. On obtient ainsi une interprétation du
morphisme de P dans H(M) induit par un parallélisme de Cartan. Le fibré
vectoriel E’ est soudé a sa base M au sens de [5].

Remarque. Si I’on part d’une connexion de Cartan sur P obtenue a partir
d’une connexion partielle strictement transversale dans un #-fibré principal &
le fibré principal P’ considéré dans la démonstration du théoréme ne coincide
pas en général avec . Soit & (M, F, %, %) le fibré associé & &, de fibre type
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F=%/G; ilest soudé a M d’ou une section s: M — & (cf. [5]). Le fibré
vectoriel E” associ€ & P’ s’identifie 4 ['espace s*F'T¢ des vecteurs tangents aux
fibres de £ le long de s(M).

En utilisant la proposition 2.1 et le théoréme 5.1 on vérifie que [’intégra-
bilité d’un parallélisme de Cartan au sens de § 3 est équivalente a I’intégrabilité
du foncteur-connexion ¢ — ¢,

Proposition 5.1. Si une fibration principale admet un parallélisme de
Cartan, alors le crochet d’un champ fondamental et d'un champ invariant
quelconque est invariant.

En effet si Y est fondamental, il engendre un groupe & un parameétre de
translations &, ; chaque §, ayant une différentielle réduite constante transforme
un champ invariant en un champ invariant.

Donc pour vérifier I’intégrabilité, il suffit de considérer le crochet de tout
couple de champs invariants non fondamentaux.

Une connexion de Cartan sur P est dite intégrable au sens de C. Ehresmann
[5] si elle est la restriction d’une connexion principale intégrable.

Théoréme 5.3. Pour qu’un parallélisme de Cartan o soit intégrable il faut
et il suffit qu’il soit induit par une connexion de Cartan intégrable.

Preuve. Soit sur un G-fibré principal P une forme de connexion de Cartan
6, restriction d’une forme de connexion @ sur un %-fibré principal 2. L’ap-
plication A: P X ¢ — & définie par A(y,s) = ys~! et telle que A(y,s) =
A(yg,sg) ¥ ge Gseprolongeen TA: TP X T% — T. 1l résulte de ’étude faite
dans [5], que si Y,eT,P et Z e T, % vérifient 8(Y,) = Ts"Y(Z,), alors
TA(Y,,Z,) est horizontal pour la connexion sur #; d’autre part, on vérifie
(en utilisant les propriétés des parallélismes de Cartan) que si ¥ et Z sont de
champs de vecteurs sur P et ¢, invariants pour les parallélismes respectifs sur
P et ¢ et ayant méme expression réduite, alors le couple (Y, Z) est projetable
par A sur & (et définit donc un champ horizontal sur #). Pour que la con-
nexion sur # soit intégrable, il faut et il suffit que le parallélisme sur P X %
soit intégrable ; comme % est un groupe, il suffit que le parallélisme sur P soit
intégrable.

Corollaire. Pour qu’un parallélisme de Cartan soit intégrable, il faut et il
suffit qu’il soit induit par une connexion de Cartan a courbure nulle.

Ce corollaire a été démontré en dimension finie dans [16] dans un cas trés
particulier.

Remargue. Si une connexion de Cartan sur P est la restriction d’une con-
nexion intégrable @ sur &, alors P est transverse au feuilletage horizontal défini
par cette connexion @: d’aprés la définition des connexions partielles stricte-
ment transversales, tout ye P admet un voisinage v dans & tel que la trace
dans v de toute feuille horizontale rencontre P ainsi que la fibre #_,, de & en
un point et un seul: d’out un difféomorphisme local de P sur #_ ,, donc sur &
(on retrouve le parallélisme intégrable de P); la base est alors un espace locale-
ment homogéne (cf. [5]).
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Si le groupe d’holonomie de la connexion est réduit a I'identité, P admet
alors un parallélisme global.

6. Parallélismes de Cartan de type réductif

Etant donné un parallélisme de Cartan w: 4 X P — TP sur un G-fibré prin-
cipal (P, M, z), il n’existe pas nécessairement sur P de connexion principale
compatible avec le parallélisme c’est-a-dire telle que v(¥,¥) ¢ P X P, les élé-
ments de contact horizontaux 7, et #,. se déduisent I'un de l'autre par
I’isomorphisme w,. c @;*.

Théoréme 6.1. Elant donné sur P un parallélisme de Cartan w: A X P —
TP, pour qu’il existe une connexion principale sur P compatible avec le paral-
lélisme, il faut et il suffit qu’il existe un supplémentaire topologique A de T,G
dans A tel que A soit invariant par D, 6, pour tout ge G. Il y a correspon-
dance bijective entre supplémentaires de T,G vérifiant cette propriété et con-
nexions principales compatibles avec w.

En effet si la connexion principale est compatible avec o, I'image de ¢,
par w;* est indépendante de y ¢ P. Inversement si .# est invariant par D4,
ses images par les isomorphismes o, définissent un champ d’éléments de con-
tact horizontaux invariant par les translations J,.

Un parallélisme de Cartan vérifiant les conditions du théoréme sera dit de
type réductif car ce théoréme généralise une propriété des espaces homogénes
réductifs (notre définition de type réductif est différente de celle de J. Wolf
[35]). Dans ce cas les champs invariants dont I’expression réduite est un élé-
ment de .# sont horizontaux.

Exemples. 1°) A toute connexion linéaire sur M (modelée sur B) c’est-
a-dire a toute connexion principale sur 1’espace des repéres H(M) est associée
une connexion de Cartan, restriction d’une connexion affine; on a G = Lg =
Isom B et ¢ = Ly X B (produit semi-direct) ; les champs invariants horizont-
aux sont les champs basiques (leur expression réduite est un élément de B).

2°) A toute connexion principale dans I’espace HY(M) des repréres d’ordre
g, est associée de méme une connexion de Cartan sur H%M) car le groupe
structural L} (au moyen de la projection L} — L) opere sur Bet ¥ = L} X B.

De méme si Q est un sous-fibré principal de H%(M), toute connexion prin-
cipale sur Q définit sur Q une connexion de Cartan. C’est le cas des structures
projectives et conformes.

Proposition. 6.1. Le morphisme de fibrés principaux P — H(M) induit par
un paraliélisme de Cartan w, transforme, si w est de type réductif, toute con-
nexion principale y sur P compatible avec w en une connexion linéaire ¢’ sur
M, les champs invariants horizontaux de y étant transformés en champs basi-
ques de ¢’ ; par suite les trajectoires des champs invariants horizontaux de y se
projettent sur M suivant les géodésiques de 7.

Preuve. Le morphisme y: P — H(M) déterminé par « se projette suivant
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id, ; donc y transforme y en une connexion ¢ sur H(M) et pour tout y € P,
T,y définit un isomorphisme de 1’espace horizontal s#, de T,P sur ’espace
horizontal s#},, de T,,H; donc d’aprés les hypothéses D () =
@y © Tyx o w, définit un isomorphisme de .# sur B indépendant de y.

Dans le cas particulier ou P est un groupe (P/G espace homogéne réductif),
on retrouve les propriétés de la connexion linéaire canonique [17], [28].

En raison de la proposition 5.1, pour qu’un paraliélisme de Cartan de type
réductif sur P soit intégrable, il faut et il suffit que le crochet de tout couple
de champs invariants horizontaux (relativement & une connexion principale
compatible avec @) soit invariant. D’aprés § 3, il suffit donc, pour une dé-
composition 4 = T,G D .# (A invariant par G) que la restriction a .# de la
fonction crochet P — L%(A; A) soit constante.

Cette fonction se décompose en une fonction

P Li(A4; A)

(que Pon appelera torsion de la connexion principale y définie par .#) et une
fonction

P—-LNA4,T.G)

qui est la courbure de la connexion y. On a donc.

Proposition 6.2. Pour qu’un parallélisme de Cartan o sur P, de type ré-
ductif, soit intégrable, il faut et il suffit que la courbure et la torsion de toute
connexion principale y sur P, compatible avec w soient constantes sur P.

Si P est un groupe, on retrouve une propriété connue. Remarquons que si
le paraliélisme sur P est intégrable, alors 4 = T,G @ .# est muni d’une struc-
ture d’algébre de Lie en général distincte de 1’algébre de Lie du produit semi-
direct T,G X A.

Cas particulier. Le paraliélisme associ¢ dans un sous-fibré principal H; de
H(M) a une connexion principale y sur H, est intégrable si et seulement si la
courbure et la torsion de y sont constantes sur Hy.

Definition 6.1. Une connexion principale y sur H(M) sera dite de type lL.1.
s’il existe un sous-fibré principal H,; de H(M) (dit adapté a y) tel que:

1°) 7 induit une connexion principale y, sur Hg,

2°) la courbure et la torsion de 7, sont constantes sur H,.

Si y est de type L.r., par tout 4 ¢ H, passe un fibré adapté: soit s e Ly tel
que h = h,s ou hy e H;; alors le sous-fibré H;. = Hgs, de groupe structural
Ad (s)G est adapté.

Désignons par Z et 9 la courbure et la torsion d’une connexion y sur H(M)
et par I la dérivation covariante correspondante. .

Proposition 6.3. Pour qu’une connexion y soit de type l.1., il faut, et si M
est de dimension finie, il suffit que:

F# =0, Fg =0.
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En effet si I’on reléve tout chemin de M en un chemin horizontal sur un
fibré adapté, les champs de tenseurs &2 et & sont invariants par parallélisme.

D’autre part si M est de dimension finie, le fibré d’holonomie passant par
tout 7 ¢ H(M) (c’est-a-dire 'ensemble des repéres qui peuvent étre joints a 4
par une courbe différentiable par morceaux) est un sous-fibré principal de H(M)
(son groupe structural est un groupe de Lie comme sous-groupe connexe par
arcs de Lp) tel que y induise une connexion sur Q. Donc @ est adapté si et
seulement si F'#Z = 0, F'g = 0.

Dans le cas de la dimension infinie, c’est un probléme ouvert de savoir si
un sous-groupe connexe par arcs d’un groupe de Lie est un groupe de Lie.

Rappelons qu’un difféomorphisme local f: U € M — M est dit un auto-
morphisme local d’une connexion linéaire (ou transformation affine) si le relé-
vement f': 73 (U) — H de f dans H (défini par A — jif. h o x=x(h)) vérifie
la condition: T,f' applique le sous-espace horizontal de T, H sur le sous-espace
horizontal de Tj,,,H, pour tout z ¢ =z~ (U).

Proposition 6.4. Un difféomorphisme local de M est un automorphisme
d’une connexion linéaire y si son relévement f' dans H(M) est une transiation
pour le parallélisme de Cartan associé a la connexion; réciproquement toute
translation est le relévement d’un automorphisme local de la connexion.

Preuve. le parallélisme défini par y est un isomorphisme w: H X (L(B,B)@®
B) — TH et définit un foncteur-connexion ¢: H X H — #YI") (ou " est le
pseudogroupe des automorphismes locaux du fibré principal H); la condition
imposée 2 f' peut s'écrire: D, .f'(h) = wfin, o T,f' o @, induit I’identité sur B;
de méme f', relévement de f, appartient a I" et D, f'(#) induit D’identité sur
L(B, B). Inversement toute translation r est projetable suivant un difféomor-
phisme f et comme jiz € ¥(H X H), on a =(h) = J,,,f. A et ¢ est le reléve-
ment de f.

Théoréme 6.2. Soit une variéié M, une connexion y de type l.r. (induisant
sur le fibré H, une connexion a courbure et torsion constanies).

1) Alors le crochet de deux champs invariants sur H; est invariant.

2) Pour tout couple (x,x') e M X M il existe un automorphisme local f
de la connexion y tel que f(x) = x'; si, de plus, on se donne j.f € z (groupoide
associé a H.), le germe d’automorphisme local est unique.

3) S’il existe une variété M’ (modelée sur un espace de Banach B’ isco-
morphe a4 B) admetiant une connexion y’ de type 1.r. (de courbure &’ et torsion
T) telle qu’un isomorphisme ¢ de T,M dans T ..M’ transforme %(x) et T (x)
en B x') et I'(x), alors il existe aussi un difféomorphisme f: U C M —
U < M’ (oi U et U’ sont des voisinages de x ¢ M et X' ¢ M), tel que j.f = o,
transformant y en y’.

Preuve. 1) et 2) résultent des propositions 6.2. et 6.4; la propriété 3) résulte
du théoréme de Frobenius; en effet soit H; un sous-fibré principal de H(3")
adapté a y’ et passant par ' = ¢-h (o h € H;); les hypothéses expriment que
la courbure et la torsion de 7’ en %’ sont égales a celles de y en #; comme la
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courbure et la torsion sont constantes sur H, et H;, on en déduit un isomor-
phisme des structures d’algebres de Lie induites sur 4 et 4’ par les parallélismes
intégrables sur H, et Hg.; d’aprés [20], le théoréme de Frobenius affirme
Iexistence d’un difféomorphisme local f' de H; sur Hf dont la différentielle
réduite est cet isomorphisme; on vérifie que f' se projette suivant une trans-
formation affine f de y dans y’.

Definition 6.2. Une variété M sera dite localement réductive si elle admet
une connexion y de type l.r. et un fibré principal adapté H, tels que la struc-
ture d’algebre de Lie / induite sur 4 = g @ B (ou g est ’algebre de Lie de G)
soit isomorphe a 1’algebre de Lie d’un groupe de Lie.

En dimension finie, cette condition est réalisée pour tout fibré adapté et 1’on
retrouve les structures localement réductives de A (Lichnerowicz [28]).

Si o est un groupe simplement connexe admettant # comme algebre de Lie
(s# est défini a un isomorphisme prés [20]), et si & est le sous-groupe connexe
d’algebre de Lie g, alors 'espace /¥ est un espace homogéne (car un dif-
féomorphisme local F: % C H; — % C s#, appliquant A e % sur e, trans-
forme la trace sur % de la fibre issue de & sur € N %’ ; ¥ est ainsi
localement fermé, donc fermé dans 5#) ; cet espace est réductif car Ad (G)B
C B.

Du théoréme 6.2, on déduit

Théoréme 6.3. Une structure d’espace localement réductif est localement
équivalente a une structure d’espace homogene réductif.

Corollaire. Si M est de dimension finie, simplement connexe, et admet une
connexion compléte définissant une structure d’espace localement réductif,
alors M est difféomorphe a un espace homogéne réductif.

Ce corollaire résulte d’un théoréme de C. Ehresmann [4] sur les espaces
localement homogenes.

Ces résultats, qui pourraient s’étendre a des connexions sur des repéres
d’ordre supérieur, sont a rapprocher de ceux de la fin de § 5.

Remarque. Si le groupe structural G du fibré adapté H contient les homo-
théties (en particulier si H(M) admet un parallélisme intégrable), on peut
montrer, comme en dimension finie, qu’alors la courbure et la torsion sont
nulles: I’espace localement réductif est localement affine.

Dans ce paragraphe nous avons ainsi étendu au cas banachique certains ré-
sultats dis & A. Lichnerowicz [28], Kobayashi-Nomizu [16], [17].

7. Sur le ¢parallélisme fibré’’ et le <‘parallélisme fibré vertical®’

Nous avons remarqué dans § 2, que pour un fibré principal (P, M, ) on
avait TP = depl P X , P et pour un groupoide ¢, somme de groupes, on avait
VTé = depl ¢ X ,; §. Nous allons étudier systtmatiquement ces situations.

Definition 7.1. On appellera “parallélisme fibré” (resp. “parailélisme fibré
vertical”) associé 4 une surmersion (£, M, x) la donnée d’un fibré vectoriel
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. T, — M (resp. p: VT, E— M)
et d’une application
Q: T, E Xy E—TE (tesp. §: VI, .E X y E— VTE) ,

ol 2 (resp. 2) est un isomorphisme de fibrés vectoriels de base E, se projetant
suivant id; (d’aprés § 1, VTE désigne le fibré *“vertical” tangent a E).

Les fibrés vectoriels T ,E et VT ,E seront désignés respectivement par fibré
tangent réduit et fibré vertical tangent réduit de E.

Pour tout y € E, on désignera par £, I’isomorphisme d’espace de Banach
appliquant (7,,E);. ., sur T,E défini par

2,0 = 2(u,y) vu e (T, .E), .

Définition analogue pour @,: (VT oE), — VT ,E.

Remarques. 1°) Si M est réduite & un point le parallélisme fibré est un
parallélisme.

2°)  Un parallélisme fibré vertical induit un parallélisme sur chaque fibre
de la surmersion (E, M, 7). _

3°) Un parallélisme fibré induit un “déplacement par parallélisme” le long
de chaque fibre de la surmersion (E, M, ).

Proposition 7.1. Un parallélisme sur E associe a toute surmersion (E, M, )
un parallélisme fibré dont le fibré tangent réduit est trivial. Inversement tout
parallélisme fibré sur E tel que T, E soit trivial est induit par un parallélisme
sur E.

En effet si 4 est un espace de Banach, A X E s’identifie 8 (4 x M) X, E,
d’ot I’isomorphisme TE — A X E — (A X M) X E.

Corollaire. Si la surmersion (E, M, ) admet un parallélisme fibré 2, alors
toute fibre n='(x) possede un voisinage ouvert z=(U) tel que ==*(U) admetie
un parallélisme o induisant le parallélisme fibré Q sur z~(U).

Ce parallélisme est, en effet, défini par un trivialisation ¢: U X 4 —
T..E\U.

Propriété. Un parallélisme vertical (cf. § 5) est un parallélisme fibré vertical
dont le fibré vertical réduit est trivial.

Remarque. Un parali€lisme fibré (E, M, z, 2) peut ne pas induire de paral-
J¢lisme sur les fibres. Par exemple si 2 est induit par un parallélisme w sur E,
o induit un parallélisme sur les fibres si et seulement si celles-ci sont des sous-
variétés totalement géodésiques de E (relativement a la connexion linéaire a
courbure nulle associée 2 ).

Exemples. 1°) Soit la shére §,, définie par Zij(xi)2 = 1; soit E la sous-

i=1

variété ouverte obtenue en supprimant les pdles x* = =+ 1 et soit z: E —
I— 1, + 1[ défini par =(x!, - - -, x%) = x*; E est parallélisable mais les fibres,
isomorphes a S,, ne le sont pas.
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2°) Soit E un ouvert d’un espace de Banach A4 et r une fonction unméri-
que sans points critiques sur E; si = n’est pas une fonction affine, les sous-
variétés de niveau de = n’admettent pas un parallélisme induit par les trans-
lations de A.

On est ainsi amené a la définition suivante:

Definition 7.2. Un parallélisme fibré (£, M, r, 2) sera dit strict si la restric-
tion de 2! a VTE définit un parallélisme vertical.

Si le parallélisme fibré est strict, Pespace fibré VT 4E est un sous-fibré
vectoriel de T 4E; en efiet pour tout y e E, I’isomorphisme 2;* applique VT E
sur un sous-espace fermé direct de (T oE), ; si £2 est strict, I'image de VT, ,E
est indépendante de y e E pour tout x ¢ M.

Remargue. Un paraliélisme de Cartan sur un fibré principal induit un
parallélisme fibré strict.

Definition 7.3. Un champ de vecteurs Y défini sur E (ou sur un ouvert
x~Y(U) sera dit invariant relativement a un parallélisme fibré £2 (ou plus bri¢ve-
ment 2-invariant) si pour tout couple (¥, ') € E X 4 E (tel que y et y apparti-
ennent a la source de Y) on a:

YO = 2,0 2;°Y0) .

Proposition 7.2. Il y a correspondance bijective entre champs de vecteurs
-invariants et sections du fibré vectoriel p: T . .E — M. )

En effet le champ de vecteurs Y correspond a la section s: U — T, 4E par
Y1) =£0,5x), ou x=x(y).

Si le crochet de deux champs Q-invariants est £-invariant, le parallélisme
fibré 2 sera dit pseudo-intégrable (définition qui sera justifiée en § 8); dans ce
cas le faisceau des germes de sections de 7 ,E est un faisceau d’algébres de
Lie; c’est le cas du parallélisme fibré canonique d’un fibré principal (P, M, x).

Remarque. Si le parallélisme fibré 2 est induit par un parallélisme & sur
E, les champs 2-invariants ne sont pas nécessairement w-invariants: si T E =
A X M, les champs £-invariants correspondent & des applications d’un ouvert
UcC M dans A4, les champs w-invariants correspondent a des applications
constantes.

Le parallélisme peut étre intégrable sans que le parallélisme fibré soit pseudo-
intégrable et inversement.

On définit de méme, pour un paraliélisme fibré vertical £, les champs vertic-
aux invariants: ils sont en correspondance bijective avec les sections du fibré
vectoriel p: VT 4E — M. Sile crochet de deux champs invariants est invari-
ant, le parallélisme fibré vertical sera dit intégrable: chaque fibre est munie
d’un parallélisme intégrable et VT E est un fibré en algébres de Lie.

Un groupoide différentiable, somme de groupes, admet un parallélisme
vertical intégrable. Inversement A. Douady et M. Lazard [2] ont montré

Théoréme 7.1. Si VT E est un fibré en algébres de Lie de dimension
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finie, alors il existe un groupoide différentiable ¢, somme de groupes simplement
connexes tel que VI _E soit isomorphe a depl ¢.

8. Parallélismes fibrés factorisables (ou projetables)

L’ensemble des parallélismes fibrés de base M forme une catégorie dont les
morphismes sont définis de la fagon suivante: un morphisme f: E — E’ de la
catégorie des surmersions de base M sera dit un morphisme de parallélismes
fibrés (on p.f. morphisme) de (E, M, =, Q) vers (E',M,r’, £’) si I’application
suivante (appelée différentielle réduite de f)

Dredf: E - LIII(TredE9 TredE,)

définie par D, f(¥) = 27;,f(¥) o 2 est constante sur chaque fibre. Si Pon
pose (T..4f). = D f(E.), on a le diagramme commutatif

e X, 1E/

Txedé zﬂi TredE/ N
si f et g sont des p.f. morphismes, alors fog est un p.f. morphisme et
T a0 &) = T,oof o T a8, ce qui justifie les définitions.

En particulier un morphisme de fibrés principaux est un p.f. morphisme.

Proposition 8.1. Un p.f. isomorphisme transforme tout champ de vecteurs
invariant en un champ de vecteurs invariant. Inversement un morphisme in-
versible de surmersions qui transforme tout champ Q-invariant en un champ
f'-invariant est un p.f. isomorphisme.

En effet si f est un p.f. isomorphisme, I’isomorphisme 7_f transforme toute
section de T, ,F en une section de T, ,E’. Inversement on montre que D . f doit
étre constant sur chaque fibre.

Si I’on considére en particulier le parallélisme fibré naturel TM = TM X,
M associ€ 2 la surmersion (M, M, id,)), on définit (pour un parallélisme fibré
£ sur E)

D.yn: E— Ly(TE, TM)
par
D () =T ymeoQ, .
On en déduit 1’application
Drear E Xy E— Ly(T .E, TM)

définie par
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%2.4(3,Y) = Dyoywe(y) — Doz (y) =Tymo 2, — T, 2, ,

que 'on désignera par déviation réduite de Q (définition qui sera justifiée
dans § 9).

Definition 8.1. Un parallélisme fibré 2 sera dit factorisable (ou projetable)
si sa déviation réduite est nulle ; il sera dit transversal si pour tout couple (v, y’)
tel que y # ¥, .4y, y’) est une application surjective directe.

Le parallélisme fibré canonique d’une fibration principale -est factorisable.

Proposition 8.2. Soit (E, M, x, .Q) un parallélisme fibré. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes:

1°) le parallélisme fibré est factorisable (ou projetable) (c’est-a-dire

V(ya y,)_E E X E, Tyn'o'Qy = Ty’n'ogy')y

2°) 'application = est un p.f. morphisme,

3°) [Papplication TM : TE — TM peut étre factorisée en TE — T, 4E AN
TM (oir r est un morphisme surjectif direct de fibrés vectoriels de base M),

4°) tout champ de vecteurs invariant est projetable.

L’équivalence de 1°, 2°, 3° résulte des définitions et du début de § 8.

L’équivalence de 1° et 4° résulte du fait que T,z 2, = T,.x < {2,. entraine
T,~Y,) = T,=(Y,.) pour tout champ invariant ¥ et inversement.

Ce sont les propriétés 3° et 4° qui justifient les termes “factorisable” et
“projetable”.

Remargues. 1°) Un parallélisme fibré factorisable est strict.

Donc une surmersion dont les fibres ne sont pas parallélisables ne peut ad-
mettre de parallélisme factorisable (exemple 1 de § 7).

2°) Si un parallélisme fibré strict admet un parallélisme fibré transversal
alors pour tout couple (y,¥) € E X E le noyau de la devnatlon réduite con-
tient (V7T oE). -

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que M admet des partitions C*
de "unité. .

Proposition 8.3. Si une surmersion (E, M, z) admit un parallélisme fibré
factorisable, elle admet des connexions.

En effet une connexion est une scission de la suite exacte de fibrés vectoriels
" de base M :

0— VT E — TwiE —TM —0.

Théoréme 8.1. Si une surmersion (E,M,z) admet a) un parallélisme
vertical, b) des connexions, alors elle admet un parallélisme fibré factorisable.
Si, de plus, la surmersion est une fibration alors a) entraine b).

En effet la connexion définit un isomorphisme de fibrés vectoriels: TE —
VTE ® z*TM, d’ol un isomorphisme TE — x*(VT_ E) @D z*TM, c’est-a-
dire un parallélisme fibré w: =*T (E — TE avec T, £ = VTE @ TM.

1l reste a étudier le cas ol I’on a une fibration et la condition a): alors
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tout x € M admet un voisinage distingué U, tel que z~'(U;) soit difféomorphe
a U; X F; (ou en raison de a), F; est parall€lisable); dans U; X F; on a la
connexion naturelle qui & z € F; associe T,U;, d’oll une connexion dans =~ '(U,).
D’autre part la surmersion 5: J,E — E admet une structure de fibré affine at-
taché au fibré vectoriel Ly(z*TM, VTE), c’est-a-dire d’aprés a) au fibré
*Ly(TM, VT E). On peut donc au moyen d’une partition de I’unité
“recoller” les sections de J,E au dessus des ouverts z~}(U,) d’oll une section
E—-JE.

Corollaire. Si une surmersion (E, M, z) est une fibration associée a un fibré
principal, de groupe structural G et si la fibre type F du fibré E admet un
parallélisme invariant par le groupe structural G, alors cette fibration est munie
d’un parallélisme fibré factorisable.

En effet la trivialisation ¢;: U; X F — z~}(U,) définit sur z=%(U;) un paral-
i€lisme vertical; dans z~%(U; N U;) le changement de trivialisation ¢;o ¢,
s’exprime par (x, z) — (x, g;;(x)z) avec g;;(x) € G ; donc les parallélismes verti-
caux induits par ¢; et ¢, se “recollent”.

Exemples. 1°) On retrouve une propriété des fibrés vectoriels.

-2°) La fibration S;; — S, dont les fibres sont isomorphes a la spheére S;.

9. Parallélismes fibrés et connexions partielles

Soit j Yinjection du produit fibré E X, E dans E X E et soit [TI'(E) le
groupoide des 1-jets inversibles de E dans E.

Théoreme 9.1. Towt parallélisme fibré (E,M,r, Q) induit un foncteur-
connexion partielle

C: E Xy E— j*2Y(E)

dont la déviation 9. E Xy E — Lg(TE,n*TM) se déduit de la déviation
réduite gred: E X E— LM(TredE> TM) de par 9(ya y,) = @red(y, y,) °Q;1’

On justifie ainsi la définition de § 8.

Corollaire. Le paraliélisme fibré @ est projetable (resp. transversal) si la
connexion partielle est adaptée (resp. transversale). Si Q est projetable, alors C
prend ses valeurs dans le groupoide O'(E) des 1-jets des sections inversibles du
groupoide E X y E.

Remarque. Si le paraliélisme 2 est strictement transversal, alors T, E est
isomorphe & TM et E est difféomorphe & M (c’est le cas du parallélisme fibré
naturel de (M, M, idy)).

Démonstration du théoréme 9.1. Le difféomorphisme Q: T E Xy E —
TFE induit une application

C:ExyE—- \J Isom(T,E,T,E)

GYIEEXYE

définie par C(y,y) = 2, < 2;* (cf. §7). Comme tout § ¢ II'(E), de source
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¥y = a(f), de but ¥y’ = 5(f) s’identifie & un élément de Isom (T ,E, T,.E), le
groupoide ) Isom(T,E,T,.E) n’est autre que le groupoide j*II'(E) =

()Y IYEEXYE
(¢ X B)™E Xy E). Comme I’ apphcanon ¥ — o, de E dans Ly(z*T E, TE)
est différentiable, C est différentiable; on vérifie que c’est un foncteur.

Le fibré normal a la diagonal 4, de M X M (considérée comme sous-variété
de M x M) s’identifie 2 TM ; I’application A == X xde £ X Esur M X M
étant transversale a 4,,, son image réciproque E X 5 E = 1~'(4,,) admet comme
fibré€ normal g*TM (ou g est la restriction de 12 E X, E). On a:

Ty, »(E X E)
={Y,, Y, ) e Ty, prenmxyeE X E; T,a(Y,)) — T,.a(Y,) = 0};

si 'on identifie M & 4,, la projection g(y,y") de T, ,erxye(E X E) sur
I’espace normal T M (ou x = p(y,y’)) n’est autre que ’application T,z —
T,.x. Sil’on considere la surmersion s: £ X y E — E, 'isomorphisme 2,. < Q;
définit un 1-jet de section (id T,E, 2, - 2;) e L(T,E, T,E X T,.E); d apres
§ 4, la déviation Z(y, y’) est ’application de T,E dans T_M définie par:

(T, — Tym)o([dT,E, 2, c2;) = (Tyx — Ty 2, 02;%)
= (TymeQ, — Tymo0,)e 07 = Dra(y,¥) 0 27" .

Les champs Q-invariants sont les champs horizontaux pour la connexion
partielle et le parallélisme fibré 2 est pseudo-intégrable si la connexion partielle
est pseudo-intégrable.

Dans le cas d’une G-fibration principale (P, M, ) on vérifie que la déviation
réduite du parallélisme fibré canonique £ est nulle; pour tout ge G, on a, en
effet, T,x — Tyemo T,5, = 0; or T,5, = 0,0 O;%

Supposons que cette ﬁbration principale admette un deuxiéme parallélisme
fibré Q2 la déviation réduite 2,.,(y, yg) de 2 est égale a:

TyreTy5,02, — Tyemo 2y
= Tygzo.ngo([)y';oT 5 o‘py —id (deP):w))
= T‘ljg“ro cdye © (Drcda (y) id (T.I‘L‘dP):(y)) ,

d’aprés la définition de la différentielle réduite donnée en § 8.

Si D,.40,(y) ne laisse aucun vecteur non nul, alors I’application D, ,6,(y) —
id (ToP).,, est injective (et méme bijective si P est de dimension finie); par
suite 2,..(y, yg) admet VT, E pour noyau. On en déduit

Proposition 9.1. Si le parallelzsme fibré Q sur P est induit par un paral-
lélisme de Cartan tel que pour tout g € G, D, 6, ne laisse invariant aucun
vecteur non nul, alors les seuls champs Q-invariants qui soient projetables sont
verticaux. Si de plus, P est de dimension finie, le parallélisme fibré est trans-
versal.



PARALLELISMES 535

Supposons qu’un fibré principal P (non nécessairement de dimension finie)
admette une connexion de Cartan définissant un parallé¢lisme fibré transversal
£2; si existe une translation ¢ du parallélisme (au sens de § 3), de source U,
appliquant y € U sur yg (c’est-a-dire si f = (id U, z): U— P X P est une pseudo-
solution au sens de § 4 de la connexion partielle définie par ), alors d’aprés
les propriétés de la transversalité, f~*(P X 5 P) s’identifie a la trace sur un
voisinage de y de la fibre P, ,, de P passant par y (c’est-a-dire si ' ¢ P,,,,
alors (3"} ¢ P, ,:)).

Dans le cas d’un espace homogéne P/G (P groupe de Lie), les translations 2
gauche du groupe G définissent un parali€lisme de Cartan; on a: D,.d, =
Ad (g7 et la condition dans la proposition 9.1 est équivalente a: G n’admet
aucun sous-groupe invariant dans P; on retrouve des résultats de A. Lich-
nerowicz [28].

Plus généralement, étant donné un feuilletage sur une variété E on pourrait
définir un parailélisme le long des feuilles par un relévement de SC E X E
(ensemble des couples (y,y’) appartenant &4 une feuille) dans [7'(E), mais si
Pon veut que S soit une sous-variété de E X E et que ’application S — E soit
une submersion, d’apres le critére de Godement [33], le feuilletage doit étre
régulier et 1’on se retrouve dans le cas des fibres d’une surmersion.

10. Paraliélismes fibrés intégrables

Un parallélisme fibré (E, M, x, 2) sera dit intégrable s’il est projetable et si
la connexion C: E X y E — ©'(E) (groupoide des 1-jets des sections inversibles
de E X 4 E) définie par la connexion partielle adaptée (cf. §9) est une con-
nexion intégrable. Donc un parallélisme fibré intégrable est un parallélisme
fibré projetable et pseudo-intégrable (cf. § 7), c’est-a-dire encore si 2 est pro-
jetable et si le crochet de deux champs invariants est un champ invariant.

Dans ce cas, le faisceau T,4F des sections de T, ,E est un algébroide de Lie
au sens de J. Pradines [31]: c’est un faisceau d’algébres de Lie et la projection
r.: T..F — TM induit un homomorphisme d’algébres de Lie r; TieaE — TM.
On a un algébroide de Lie d’un typs particulier car le noyau VT, .E de
q: T,.oF — TM est un fibré en algébres de Lie ; en effet si 2 est intégrable, il
induit un parallélisme fibré vertical intégrable (cf. § 7).

Le parallélisme fibré canonique d’une fibration principale est intégrable et
I’on retrouve pour depl P et V' depl P des résultats connus.

Si une fibration satisfait les conditions du corrollaire du théoreme 8.1 et si
1a fibre type admet un parallélisme non intégrable (par exemple la fibration S,
— S.), alors le parallélisme fibré factorisable défini par ce corollaire n’est pas
intégrable. Méme situation pour la fibration Q;; — Q, (ot Q;; et Qs sont les
quadriques difféomorphes a S, X R® et S, X R*) définie au moyen des “octaves
de Cayley de deuxiéme espéce” [22]; mais au moyen des difféomorphismes O;;
— 8, X RPet O, — S, X R', on-définit une fibration principale: (Qy;, O, 7).
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Remarque. Etant donné un paralliélisme fibré (E, M, r, 2), P'obstacle a
I’intégrabilité est I’ensemble de la déviation réduite (ct. § 8) et de la courbure
réduite E — LY (T, oE; T,.E) (la courbure est 1’obstacle 2 la pseudo-intégra-
bilité).

Si(E,M,x, Q) et (E,M,n’, ') sont des parallélismes fibrés intégrables et
si f est un p.f. isomorphisme (cf. § 8), f transforme tout champ invariant en un
champ invariant; T_.f induit alors un isomorphisme du faisceau T e4E sur le
faisceau T, 4E’. Réciproquement, on a

Théoreme 10.1. Soient (E,M, 7, Q) et (E',M,r’, ') des parallélismes
fibrés intégrables. S’il existe un isomorphisme de fibrés vectoriels

F: Trch - Trch,

(se projetant suivant le difféomorphisme F : M — M) induisant sur les faisceaux
TiaE et TeqE’ un isomorphisme d’algebres de Lie, alors pour tout couple
O,Y) e & (ot &5 est le produit fibré des applications ' et Fox), il existe un
p.f. isomorphisme local (de source un ouvert V. = n~'(U) contenant y) tel que
fO) = ¥ et (T.oaf). = E. pour tout x ¢ U.

Démonstration. La donnée de F définit un relévement de &, dans I’espace
des 1-jets de la surmersion &, — E, d’ou une connexion sur &;. Un couple de
champs de vecteurs (Y, Y”), ol Y est 2-invariant et Y’ est £’-invariant se reléve
daps & suivant un champ de vecteurs horizontal; il résulte des hypothéses
que le crochet de deux champs horizontaux est un champ horizontal; le
théoréme de Frobenius permet de démontrer I’existence de f.

Si un parallélisme fibré intégrable (E,M,r, 2) vérifie les conditions du
théoréme 10.1 ol £’ est le parallélisme fibré canonique d’une fibration prin-
cipale, la surmersion (E, M, =) sera dite localement principale.

Un parallélisme fibré intégrable ne définit pas nécessairement une structure
de surmersion localement principale: une condition pour qu’il en soit ainsi est
que le fibré vectoriel VT E — M soit aussi localement trivial quand on le
considére comme fibré en algébres de Lie. Si la dimension des fibres est
infinie, cette condition n’est pas suffisante puisqu’il existe des algébres de Lie
non isomorphes a 1’algebre de Lie d’un groupe.

Quand E est de dimension finie, J. Pradines [31] a montré que tout algé-
broide de Lie est isomorphe a 1’algébroide depl ¢ d’un groupoide a-sirnple-
ment connexe, mais ce groupoide ¢ n’est pas nécessairement de Lie. Si I depl ¢
est localement trivial au sens précédent, alors (cf. A. Kumpera {18]), ¢ est
localement trivial et les fibres «~*(x) sont des fibrés principaux.

Pour tout parallélisme fibré intégrable (E, M, z, 2), d’aprés le théoreéme de
Frobénius, v(y,y) € E X 4 E, il existe une translation locale, c’est-a-dire un
difféomorphisme z,., de source U C E, telle que z,.,(3) = Y, jiz,., = 2,.02;}
pour tout z ¢ U. L’ensemble 3 des translations constitue un pseudo-groupe
de type fini (I’ensemble J*5, des germes de translations est étalé sur E X, E)
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se projetant sur le pseudo-groupe des applications identiques des ouverts de
M. L’ensemble [” de tous les p.f. automorphismes locaux f de E constitue un
pseudo-groupe contenant >, ; pour tout f € 7, nous avons vu que 7 f définit
un automorphisme du faisceau 7T, .4E et [” se projette suivant un pseudo-groupe
T oI (ensemble de tous les T,.f) de base M. Tout j*f € JAL, posséde la pro-
priété: v(y,¥') e E X, E (ot y et y appartiennent a la source de f),

Jyfolityy = fitsolyf avec z=1(),7 =f0').

Donc dans le cas d’une fibration principale, I” contient les automorphismes
locaux de cette fibration principale.

Nous dirons que le parallélisme fibré est globalement intégrable si les trans-
lations ont pour source E. Alors les translations forment un groupe:

Théoréme 10.2. Si un parallélisme fibré sur une surmersion (E, M, ) (telle
gue E et les fibres soient connexes) est globalement intégrable, alors la sur-
mersion est une G-fibration principale (oii G est le groupe des translations).

Démonstration (inspirée de [20]). Il résulte des hypothéses de connexité que
pour tout (y,y") € E X E, il existe une translation globale z,., et une seule,
etl’on a z,.., 07yy = 7,y €t 7, = idg, d’0lt une structure de groupe sur G;
si ’on se fixe y, € E, il y a bijection entre G et la fibre E,, passant par y, et
entre G et le groupe G, des restrictions & E,, des translations; d’apres [20],
G., est muni d’une structure de groupe de Lie; par transport de structure,
on déduit une structure de groupe de Lie sur G. D’autre part G opére différenti-
ablement sur E car la translation z,., est telle que z,.,(2) = Z(,¥',2) ou #
est la résolvante: E X 5 E X E — E du systéme différentiel E X y E — OXE)
(cf. [20] et § 1). Alors pour toute section s de E au-dessus d’un ouvert U C M,
on a le difféomorphisme ¢,: U X G — x#~Y(U) tel que ¢y(x, g) = s(x)g. En
prenant deux sections, on vérifie les conditions de recollement.

11. Prolongement des parallélismes fibrés

Théoréme 11.1. Si la surmersion (E,M, ) admet un parallélisme fibré
Q: ToE X 3y E— T E, alors la surmersion (€3E, M, n%) admet le parallélism
fibré :

Q9: JTroiE Xy CHE — TELE .
En effet en raison de § 1, on a la suite de difféomorphismes suivantes:
- TE4E — €LTE — J\TE Xy H? — J(ToFE Xy E) Xy H,
= I T B Xy JiE Xy H* > T T iE Xy CHE .

Corollaire. Si (P, M, z) est une fibration principale, alors pour le fibré prin-
cipal €%P, on a un isomorphisme :

depl ¥3P — Jp depl P;
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par suite pour un groupoide de Lie ¢, on a un isomorphisme
J,depl ¢ — J, depl ¢? .

En particulier en partant de la fibration principale triviale (M, M, id,,),
(telle que depl M = TM), on obtient I’isomorphisme :

J,T — depl H? .

Cette propriété avait ét€ démontrée [23] en dimension finie en utilisant les
groupes locaux 4 un parametre (en prouvant 1’isomorphisme au moyen de la
considération de la dimension). '

Théoréme 11.2. Si la surmersion (E,M,r) admet un parallélisme fibré
vertical §: VT E Xy E — VTE, alors la surmersion J,E, M, 2" admet le
parallélisme fibré vertical

QI VT wE XyJ,E— VTIE .
En effet on a la suite de difféomorphismes suivantes :
VII.E—IJVTE - J (VI 4 E Xy E) > I VT  E Xy J,E .

Ces résultats expliquent pourquoi un *bon” prolongement des fibrés prin-
cipaux s’obtient au moyen du foncteur €% et un “bon” prolongement des fibrés
vectoriels au moyen du foncteur J,.
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